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В учебной литературе, рекомендованной для изучения теории функций 
комплексной переменной (ТФКП), имеется много содержательных учебников и 
учебных пособий, авторами которых являются известные ученые-математики. К 
сожалению, большинство из них не приспособлено как по объёму, так и по выбору и 
распределению материала к учебным программам по ТФКП для физико-
математических специальностей педагогических университетов. Ничтожно мало 
написано пособий по решению задач. 
Указанные выше обстоятельства натолкнули авторов на мысль о необходимости 
написания книги, которая соответствовала бы учебным программам по ТФКП для 
специальностей «Математики и информатика», «Физика и математика» 
педагогических университетов. 
Настоящий задачник–практикум по теории функций комплексной переменной 
составлен в соответствии с учебным пособием «Элементы теории аналитических 
функций» Н. Т. Стельмашука и В. А. Шилинца (Мн.: ДизайнПРО, 1997).  
В начале каждого параграфа читатель найдёт необходимый минимум теоретических 
сведений и решения типовых задач, после ознакомления с которыми студент может 
приступить к решению задач. Почти все задачи снабжены ответами. 
Значительно большее внимание по сравнению с другими сборниками по ТФКП 
здесь уделено упражнениям, которые могут быть использованы на факультативных 
занятиях в школе, и упражнениям, позволяющим учителю более глубоко осмыслить 
отдельные вопросы школьного курса математики. 
Наряду со студентами физико-математических специальностей педагогических 
университетов пособие будет полезно и студентам других специальностей высших 










1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ И ИХ ПРЕДЕЛЫ 
 
1.1. Комплексные числа и действия над ними 
Геометрическая интерпретация комплексных чисел 
 
Пусть Е — множество всех действительных чисел, Е2=ЕЕ — декартово 
произведение Е на себя. 
Два элемента z1=(x1, y1) и z2=(x2, y2) множества Е
2
 считаются равными тогда 











Легко проверить, что множество Е2 упорядоченных пар z=(x, y), x, yE с 
введенными операциями сложения и умножения представляет собой поле. Оно 
называется полем комплексных чисел и обозначается символом С. Элементы 
поля С называются комплексными числами. 
Роль единицы поля С выполняет комплексное число (1, 0). 
Для обозначения упорядоченной пары (0, 1) вводится символ i, который 
называется мнимой единицей. Заметим, что 
 
ii=(0, 1)(0, 1)=(–1, 0)=–1. 
 
С помощью символа i комплексное число z=(x, y) может быть представлено 
в алгебраической форме z=x+iy, при этом x называется вещественной (или 
действительной) частью числа z и обозначается x=Rez, y — мнимой частью и 
обозначается y=Imz. 
Комплексное число x–iy называется сопряженным с комплексным числом 
z=x+iy. Обозначение: z =x–iy. 
Легко проверяются следующие равенства: 
 
zz )( ; 
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Комплексное число z=x+iy изображается точкой плоскости с координатами 
(x, y) и эта точка также обозначается буквой z. 
Каждому комплексному числу z=x+iy соответствует вектор с координатами 
x, y. Если начало вектора брать в начале координат, то соответствие между 
комплексными числами и векторами с началом в начале координат будет 
взаимно-однозначным. Вектор соответствующий комплексному числу z, также 
обозначается буквой z. 
Число 22 yx  0 называется модулем комплексного числа z=x+iy и 
обозначается через |z|. Легко заметить, что расстояние между точками z1 и z2 
равно |z1–z2|. 
Аргументом комплексного числа z называется угол между положительным 
направлением оси абсцисс и вектором z. При этом если отсчет ведется от оси Ох 
против часовой стрелки, то величина угла считается положительной, а если по 
часовой стрелке — отрицательной. Аргумент обозначается так: =Argz. Для 
числа z=0 аргумент не определяется. Аргумент комплексного числа определяется 
с точностью до чисел вида 2k, k=1, 2, … . 
Единственное значение 0 аргумента комплексного числа z, 
удовлетворяющее условию –<0≤, называется главным значением аргумента и 
обозначается 0=argz. 










































Запись комплексного числа в таком виде называется тригонометрической 
формой комплексного числа. 


























cos , k=0, 1, …, n–1. 
 






где  — аргумент числа z, а r — его модуль. 
Пример 1. Выполнить четыре действия над комплексными числами z1=1+2i  
и  z2=–3–4i. 










































Пример 2. Найти комплексное число z из равенств 2+3i=z+4+i. 
Решение. Пусть z=x+iy. Тогда 2+3i=x+yi+4+i или 2+3i=(x+4)+(y+1)i. Два 
комплексных числа равны тогда и только тогда, когда соответственно равны их 
действительные и мнимые части. Следовательно, x+4=2, y+1=3. Решив эту 











Пример 3.  Представить в тригонометрической форме число 31 iz  . 






  (k=0, 1, 2, …). 
Следовательно, 























Пример 4. Найти 3 1 . 













































Пример 5. Построить на комплексной плоскости область, заданную 
условиями 4|z+1|+|z–1|5. 
Решение. Равенство |z+1|+|z–1|=4 геометрически означает найти 
геометрическое место точек z комплексной плоскости, сумма расстояний от 
каждой из которых до двух данных точек –1 и 1 есть величина постоянная, равная 
4. 
Таким геометрическим местом точек является эллипс с фокусами в точках –
1 и 1, для которого 2a=4; a=2. Найдем b. Расстояние между фокусами 















. Аналогично равенству |z+1|+|z–1|=5 




















Неравенствам 4|z+1|+|z–1|5, очевидно, соответствует часть комплексной 
















































1.3. Вычислить  (2+3i)(4–5i)+(2–3i)(4+5i). 
1.4. Вычислить  (x–1–i)(x–1+i)(x+1+i)(x+1–i). 
1.5. Найти x, y, считая их вещественными: 
      1) x–8i+(y–3)i=1; 









      3) (3+i)x–2(1+4i)y=–2–4i; 































1.7. Изобразить с помощь векторов следующие комплексные числа: 
2+3i; ;1 i  6; –2i; –5; –3+4i; –3–4i. 
1.8. Выполнить указанные действия: 















1.9. Найти действительную и мнимую части следующих комплексных        
чисел: 


















































































1.11. Записать в тригонометрической форме следующие числа: 
           а) 1–i;       б) –1+i;       в) 1–i 3 ;        г) – 3 +i; д) 2i;  
          ж) –4i;      з) –5;           и) –2–2i;         к) 3+4i; л) 2–5i. 
1.12. Найти модули и аргументы следующих комплексных чисел: 













1.13. Доказать равенства: 
 
                1)Rez=
2
zz 






                 3) zz )( ;                                          4) 
2121
)( zzzz   
                 5) 
2121
)( zzzz  ;                           6) 
2121
)( zzzz  ; 















;                                     8) nn zz )()(  , n=1, 2, 3, … . 
 
1.14. Вычислить следующие выражения: 




























 i ; г) ( 2 +i 2 )25. 












1.15. Решить уравнения: 
1) z =–z; 2) z =z;  3) z =2–z; 
              4) z =–4z;         
              7) z
3
= z ; 
                     5) z
2
+ z =0;                      6) z
2
= z ; 
                    8) (z+2i)
2
+4z-4i z +17=0 
     
     1.16. Доказать, что для любых вещественных чисел a, b, c справедливо 
неравенство: 
bcbaca  2222 . 
1.17. Вычислить: 
 
1) i2 ;                       2) i8 ;                3) i43 ;              4) i815  ;  
 
5) i6011 ;          6) i68  ;          7) i32  ;              8) 31 i . 
 
1.18. Решить уравнения: 
1) z
2
+(6+i)z+5+5i=0;      2) z
2–(5+5i)z+2+11i=0;     3) 4z2–(6+4i)z–1+3i=0. 



















































а) 3 1 ;            б) 3 i ;             в) 3 22 i ;           г) 
4 1 i .  
1.21. Решить уравнения: 
а) z4–1=0;               б) z4+1+i 3 =0;                    в) z8=1+i. 
1.22. Записать в показательной форме комплексные числа: 
а) –2–2i;  б) –3 3 +3i;  в) –3;  г) i;  д) –2i;  е) –1–i 3 ;  ж) 12+5i. 
1.23. Какие комплексные числа заданы выражениями: 
а) 0ie ; б) 2

i
e ; в) 6

i









1.24. Вычислить сумму: 
 nCCCS n
nnn
cos...2coscos1 21  . 













































Указание. Найти сумму геометрической прогрессии 1+ei+e2i+…+ein. 
1.26. Установить, какие множества комплексных чисел определяются 
следующими неравенствами: 
 
  1) 2Re z ;                         2) 0Re z ;                           3) 1Re z ; 
 






  7) 0)Re( 2  zz ;               8) 2)1Re(  zi ;                9) 0Im z ; 
 





;                         12) 1Re z ; 
 
13) 1Im z ;                      14) 1z ;                               15) 1z ; 
16) 1 iz ;                      17) 1Re  zz ;                    18) 235  iz ; 
 
19) 522  zz ;        20) 4 iziz ;             21) zz 212  ; 
 
22) zz  11 ;               23) 44 ImRe zz  ;                   24) 1)Re(0  iz ; 
 
25)  21 z ;                    26) 1ImRe  zz ;                27) 12Re3  zz ; 
28) zz  )1Re( ;              29) 122  zz ;                       30) 0))1Im((  zi ; 


















1.27. Написать в комплексной форме уравнения следующих линий: 
1) координатных осей Ох и Оу; 
2) прямой у=х; 
3) прямой у=−х; 














1.2. Комплексные числовые последовательности 
 
Введем на множестве комплексных чисел (комплексной плоскости) 
расстояние между любыми двумя комплексными числами z1, z2 (точками 




Введя понятие расстояния на множестве комплексных чисел, мы это 
множество метризовали, а в любом метрическом пространстве можно строить 
теорию пределов для последовательностей элементов этого пространства. 
Определение 1. Комплексное число a=+i называется пределом 
последовательности комплексных чисел 
 
z1, z2, z3, …, zn, …, 
 







Пример 1. Пользуясь определением предела последовательности 











  имеет пределом число a=1. 
Решение. Пусть >0 — произвольное число. Нам надо показать, что 
найдется такой номер N, что при n>N выполняется неравенство 
 








































то неравенство (1) имеет вид: 




.                                   (2) 












<1, то возьмем 

































Легко заметить, что с формальной стороны определение предела 
комплексной числовой последовательности выглядит также как и в случае 
последовательности действительных чисел, поэтому известные из теории 
последовательностей действительных чисел теоремы (теоремы о пределе суммы, 
произведения, частного, о единственности предела и т. д.) имеют место и для 
последовательностей комплексных чисел. 
Определение 2. Если для любого сколь угодно большого числа M>0 
существует натуральное число N такое, что все члены zn последовательности с 
номерами n>N удовлетворяют неравенству |zn|>M, то говорят, что 





При решении задач полезны следующие свойства пределов 
последовательностей. 














































3. Пусть zn=rn n
i
e




























































































































, то (см. теорему 1) 


















Пример 3. Пусть un=1+cos+
2
























Для нахождения предела (zn) положим: 
t=(cos+isin), 



















































В задачах 1.28–1.32, пользуясь определением, доказать, что данные 




















































































































nzn  . 


















































lim =, zn=xn+iyn, то что можно сказать о существовании 
пределов последовательностей (xn) и (yn) при n? 


































































2. Основные понятия теории функций комплексного 
переменного 
 
2.1. Понятие комплексной функции комплексного переменного 
 
Определение. Функция f называется комплексной функцией 
комплексного переменного, если область определения и множество значений 
функции f есть некоторые множества комплексных чисел. 
Для обозначения комплексной функции используют символ w=f(z) 
( iyxz   — независимая переменная; w=u+iv — зависимая переменная). 
Рассмотрим две комплексные плоскости (рис. 2). Первую плоскость 
будем обозначать символом , вторую – . Комплексные числа, 
соответствующие точкам z плоскости , будем обозначать так z=x+iy, а 













Изобразим на комплексной плоскости    область определения функции    
f – множество D1=D(f), а на комплексной плоскости   изобразим множество 
значений этой функции – множество E1=E(f). Тогда каждой точке zD1 функция 
f ставит в соответствие единственную точку wE1. Отсюда следуем, что все 
множество точек множества D1 плоскости   комплексная функция f 










В этом состоит геометрический смысл комплексной функции 
комплексного переменного. Функцию w=f(z) называют отображением, 
множество E1 называют образом множества D1 при отображении w=f(z), а 
множество D1 – прообразом множества E1 при этом отображении. 
Рассмотрим некоторое подмножество D2 множества D1=D(f) и построим 
на плоскости    множество точек E2={w|w=f(z), zD2}. Множество E2 
называется образом множества D2 при отображении w=f(z), а множество D2 – 
прообразом E2 при этом отображении. 
Пример 1. Найти образ 1-го координатного угла комплексной плоскости 
  при отображении w=z2. 
Решение. Найдем предварительно образ луча Oz при отображении w=z2 






Если рассматривать z как любую точку луча Oz плоскости  , то мы 
видим, что если луч Oz образует с осью Ox угол , то его образ-луч O1w на 
плоскости   образует с осью O1u угол равный 2. Пусть теперь угол  
изменяется от 0 до 
2

, тогда луч Oz описывает первый координатный угол на 
плоскости  , а его образ-луч O1w опишет верхнюю полуплоскость плоскости  
, так как при изменении =(Argz) от 0 до 
2

, (Argw)=2 изменяется от 0 до , 
где (Argz) — одно из значений аргумента z, а (Argw) — одно из значений 
аргумента w. 
Следовательно, образом первого координатного угла плоскости    при 














Всякую функцию w=f(x) комплексного переменного z=x+iy можно 
представить в виде 
 
w=u(x, y)+iv(x, y), 
 
где функции u=u(x, y), v=v(x, y) являются действительными функциями двух 










Действительную функцию u=u(x, y) называют действительной частью 























































  — мнимая часть этой функции. 
 
Пример 3. Найти образ прямой z=(1–i)t при отображении w=z5. 











Оно определяет в плоскости   биссектрису y=–x второго и четвертого 
координатных углов плоскости  . 




























































  , 
откуда 
u=–4t5; v=4t5. 
Исключая параметр t, получим v=–u — уравнение биссектрисы второго и      




2.1. Для следующих функций найти действующую и мнимую части: 








w ; г) 
z
z
w  . 



















 ;                б)w=(y3–3x2y+y)+i(x3–3xy2–x); 









2.3. Найти образ области |z|2 при отображении w=z2. 
2.4. Найти образ окружности z=Rcost+iRsint (0t<) при отображении 
z
z
w  . 
2.5. Найти образы следующих множеств: 
а) |z|<2, 0<argz<;           б) Imz=1;                   в) Rez+Imz=1 
при отображении w=z2. 




  следующие кривые плоскости  : 
а) |z|=1; б) |z|=
4
1
; в) Rez=1; г) Imz=0; д) |z–1|=1; е) argz=–
6





2.7. Найти образ треугольника, ограниченного прямыми y=0, x=1, y=2x, 
при отображении w=z2. 

















2.2. Предел и непрерывность функции комплексного переменного 
 
Пусть функция w=f(z) определена в некоторой окрестности точки z0, 
кроме, быть может, самой точки z0. 
Определение 1. Комплексное число А называется пределом комплексной 







Эквивалентным этому определению будет следующее определение. 
Определение 2. Комплексное число А называется пределом функции 
w=f(z) в точке z0, если для любой последовательности znz0, znz0, 
последовательность значений функции wn=f(zn) стремится к А. 
Имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Если комплексная функция f(z)=u(x, y)+iv(x, y) имеет предел в 
точке z0=x0+iy0 равный A=+i, то действительная и мнимая части комплексной 





























Из теоремы 1 следует, что известные из курса математического анализа 
теоремы о пределах для функций нескольких действительных переменных 
остаются справедливыми и для функций комплексного переменного. 
Пример 1. Дана функция w=f(z)=3z+i. Доказать что в точке z0=1+i она 
имеет предел, равный A=4i+3. 
Доказательство. В самом деле, возьмем произвольное число >0. Так как 
|f(z)–A|=|(3z+i)–(4i+3)|=|3z–3i–3|=3|z–(1+i)|, 
то, выбрав в качестве ()>0 число 
3

  , будем иметь 
|f(z)–A|=|(3z+i)–(4i+3)|< при 0<|z–z0|=|z–(1+i)|<. 
Это означает, что A=4i+3 есть предел функции f(z)=3z+i в точке z0=1+i. 
 








zf   предел в точке z0=0? 







. Так как 
Rezn=0, то f(zn)=0 и соответствующая последовательность значений функции 



















 , поэтому f(zn)=8, 
и последовательность значений функции {f(zn)} сходится к 8. 
Так как для двух последовательностей {zn} и {zn}, сходящихся к 0, 
соответствующие последовательности значений функции {f(zn)} и {f(zn)} 
имеют разные пределы, то делаем вывод, что функция f(z) в точке z0=0 не имеет 
предела. 
 
Пусть функция w=f(z) определена в точке z0 и некоторой окрестности этой 
точки. 
Определение 3. Комплексная функция f(z)=u(x, y)+iv(x, y) называется 
непрерывной в точке z0=x0+iy0, если >0, ()>0, что для всех z, таких что |z–
z0|<(), выполняется неравенство |f(z)–f(z0)|<. 
Из данного определения непрерывности функции и определения предела 
функции естественно вытекает следующее определение. 
Определение 4. Комплексная функция f называется непрерывной в точке 

















Теорема 2. Если комплексная функция f(z)=u(x, y)+iv(x, y) непрерывна в 
точке z0=x0+iy0, то непрерывны в этой точке ее действительная часть Ref(z)=u(x, 
y) и мнимая часть Imf(z)=v(x, y) и наоборот. 
Пример 3. Показать, что функция w=z3 непрерывна при любом значении 
z. 
Решение. Имеем Rew=u(x, y)=x3–3xy2, Imw=v(x, y)=3x2y–y3. 
Так как функции u=Rew=x3–3xy2, v=Imw=3x2y–y3 являются непрерывными 
на плоскости двух действительных переменных x, y, то комплексная функция 
w=z
3
 на основании теоремы 2 будет непрерывной при любом значении z. 
 
Теорема 2 дает возможность перенести на комплексные непрерывные 
































































  предел в точке z0=0. 





  предел в точке z0=0. 










 в точке z0=–i. 
2.14. Доказать, что сумма и произведение функций, непрерывных в точке 
z0, также являются функциями, непрерывными в точке z0. Частное двух 
функций, непрерывных в точке z0, также является непрерывной в этой точке 
функцией, если знаменатель не обращается в нуль в точке z0. 
2.15. Доказать, что функция 3zw   непрерывна в каждой конечной точке 
плоскости. 
2.16. Показать, что функция zzw 2||  непрерывна в каждой точке z 
комплексной плоскости. 
2.17. Доказать, что если функция w=f(z) непрерывна в какой-либо точке 










3. МОНОГЕННОСТЬ. ПРОИЗВОДНАЯ 
 
3.1. Моногенность и аналитичность функций 
  
Определение 1. Комплексная функция u+iv=f(z) называется моногенной 
или дифференцируемой в смысле комплексного анализа в точке z0, если ее 
приращение в этой точке f(z0)=f(z0+z)–f(z0) имеет вид: 
 
f(z0)=Az+z, 
где А не зависит от z, а 0 при z0. 
Определение 2. Производной комплексной функции u+iv=f(z) в точке z0 
называется предел отношения приращения функции f(z0)=f(z0+z)–f(z0) к 

















Имеют место следующие теоремы. 
Теорема 1. Для того, чтобы комплексная функция u+iv=f(z) была 
моногенной в точке z0 необходимо и достаточно, чтобы в этой точке были 
дифференцируемы ее действительная часть u и мнимая часть v и выполнялись в 
























Теорема 2. Если комплексная функция f моногенна в точке z0, то она 



















Определение 3. Комплексная функция f называется аналитической в 
области D, если она моногенна в каждой точке этой области. 
Определение 4. Комплексная функция f называется аналитической в 
точке z0, если она аналитическая в некоторой окрестности этой точки. 
Имеет место также следующая теорема. 
Теорема 3. Пусть f(z)=u+iv. Если в каждой точке z области D функции u и 































то функция f аналитична в области D. 
Пример 1. Имеет ли функция f(z)=zRez производную в каких-нибудь 
точках плоскости? 
Решение. Для данной функции 



















.    (1)  
Положим 
z=x+iy. 





































.                               (2) 
Из равенства (2) следует: 


















Таким образом, если z+z стремится к z по прямой, параллельной 
действительной оси Ох, то отношение (2) стремится к единице; если же z+z 
стремится к z по прямой, параллельной мнимой оси Оу, то отношение (2) 
стремится к нулю. Поэтому отношение (2) при z0 предела не имеет ни в 
какой точке z комплексной плоскости, кроме z=0. Для второго слагаемого из 













, определяемое равенством (1), не имеет 
предела при z0 и z0. 
Таким образом, функция f(z)=zRez имеет производную, равную нулю при 
z=0, и не имеет производной во всех других точках комплексной плоскости. 
Пример 2. Исследовать на моногенность функцию f(z)=z2 и найти ее 
производную. 









































 — непрерывны в любой точке (x, 
y)R2. Отсюда следует, что функции u=u(x, y) и v=v(x, y) дифференцируемы в 
каждой точке (x, y)R2. Легко заметить, что в каждой точке выполняются и 
условия Коши-Римана, а значит, по теореме 1 функция f(z)=z2 моногенна в 






















Пример 3. Является ли функция w=z z  аналитической хотя бы в одной 
точке? 
Решение. Имеем: 
z z =x2+y2, u(x, y)=x2+y2, v(x, y)0. 
Условия Коши-Римана в этом случае имеют вид: 
2х=0, 2у=0. 
Удовлетворяются они только в точке (0, 0). 





В задачах 3.1–3.3 требуется определить, имеют  ли указанные функции 
производную в каких-нибудь точках плоскости. 
3.1. w= z . 3.2. w=Imz. 
            3.3. w= z +Rez. 
3.4. С помощью условий Коши-Римана доказать моногенность во всей 
плоскости следующих функций: 
а) w=4z2–z;           б) w=z3+iz. 
3.5. Найти все точки, в которых моногенны функции: 
а) w=x2+iy2; б) w=2xy–i(x2–y2); в) w=|z|2. 
В задачах 3.6–3.10 требуется выяснить, в каких точках комплексной 
плоскости имеют производную указанные функции. Чему равна производная в 
каждой из этих точек? Являются ли данные функции аналитическими в каких-





















  3.11. Показать, что если аналитические функции f(z) и (z) 










  3.12. Покзать, что при переходе от декартовых координат ),( yx  к 














  3.13. Показать, что если функция f(z)=u(x, y)+iv(x, y) аналитична в 





















3.2. Связь аналитических функций с гармоническими 
 
Определение 1. Действительная функция (x, y), определенная в области 
D, называется гармонической в области D, если она в этой области имеет 
непрерывные частные производные первого и второго порядка и удовлетворяет 


















Пример 1. Показать, что функция 22ln yx   является 











































Имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Действительная и мнимая части u(x, y), v(x, y) аналитической в 
области D функции f(z)=u(x, y)+iv(x, y) являются в этой области 
гармоническими функциями. 
Отметим, что обратное утверждение неверно, т.е. если u(x, y) и v(x, y) 
являются произвольно выбранными гармоническими функциями, то функция 
u+iv, вообще говоря, не будет аналитической, так как условия Коши-Римана, 
как правило, не будут выполнены. 
Определение 2. Две гармонические в области D функции u(x, y) и v(x, y) 
связанные в этой области условиями Коши-Римана и, следовательно, 










функции f(z)=u(x, y)+iv(x, y), называются сопряженными гармоническими 
функциями. 
Можно доказать следующую теорему. 
Теорема 2. Для всякой функции u(x, y), гармонической в односвязной 
области D, можно найти сопряженную с ней гармоническую функцию v(x, y), 
определенную с точностью до постоянного слагаемого. 
Пример 2. Существует ли такая аналитическая функция, у которой 
действительная часть равна x3+y3? 
































Составив уравнение Лапласа для функции u(x, y), получим: 6x+6y=0. 
Ясно, что функция u(x, y) удовлетворяет уравнению Лапласа лишь в точках 
прямой y=–x и поэтому не является гармонической ни в какой области . Таким 
образом, не существует аналитической функции, у которой действительная 
часть равна x3+y3. 
 
Пример 3. Найти аналитическую функцию w=f(z)=u+iv, если известна ее 
действительная часть u=x2–y2+2x, причем f(i)=2i–1. 












,то из условий Коши-Римана 
находим 






,                                                   (1) 






.                                                   (2) 
Воспользовавшись первым из этих уравнений, находим 
                                      )(2)(2 yCxyyCydxv   ,                              (3) 
где функция C(y) пока произвольна. Для определения функции C(y) 









C(y)=2 и C(y)=2y+C, 

























3.14. Показать, что следующие функции будут гармоническими в области 
их определения: 














6) (x, y)=ln(x2+y2). 
3.15. Существует ли аналитическая функция f(z), у которой: 











3.16. В следующих примерах даны пары u(x, y) и v(x, y) гармонических 
функций. Указать, какие из них будут сопряженными гармоническими: 
 


















3.17.Найти аналитическую функцию w=f(z), если: 
а) u=x3–3xy2; f(0)=0; б) v=2xy+3x; f(i)=2i; 









3.18. Найти аналитическую функцию f(z)=u+iv по следующим условиям: 
1) u=x
2–y2+xy, f(0)=0; 



















3.3. Аргумент и модуль производной. Конформные отображения 
 
Пусть функция w=f(z) в точке z0 аналитическая и f(z0)0. 
Величина 









lim                        (1) 














то из (1) следует, что модуль производной в точке z0, если f(z0)0, является 
коэффициентом линейного растяжения в этой точке при отображении w=f(z). 
Пример 1. Пусть w=f(z)=z3. Найти коэффициент линейного растяжения в 
точке z0=3i, осуществляемого данной функцией при отображении. 





Следовательно, коэффициент линейного растяжения в точке z0=3i при 
отображении w=z3 равен 27. 
Выясним теперь геометрический смысл аргумента. 
Пусть L — образ кривой l при отображении w=f(z), а w0 — образ точки z0 
(рис. 4). На кривой l возьмем произвольную точку z=z0+z, которая отобразится в 
























.                     (2) 
Так как аргумент частного двух комплексных чисел равен разности их 
аргументов, то из (2) получим 














Argw, Argz — это соответственно углы  и , которые векторы w и z 








Argz — это соответственно углы  и , составляемые 
касательными к кривым L и l соответственно в точке w0 и z0 с действительной 
осью. 
Таким образом, из (3) получаем 
Argf(z0)=–, 
то есть аргумент производной в точке z0 показывает угол поворота касательной к 
кривой l в точке z0 при отображении w=f(z). 











Определение 1. Отображение w=f(z) называется конформным в точке z0, 
если оно сохраняет углы между кривыми и обладает свойством постоянства 
растяжений в точке z0 по всем направлениям, выходящим из точки z0. 
Имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Если функция w=f(z) аналитическая в точке z0 и f(z0)0, то 
отображение является конформным в точке z0. 
Определение 2. Функция w=f(z) называется однолистной в области D, если 
f(z1)f(z2) для любых z1z2 из D. 
Определение 3. Отображение w=f(z) называется конформным в области D, 
если оно конформно в каждой точке области D, и функция w=f(z) является 
аналитической и однолистной в области D. 
Имеет место следующая 
Теорема 2. Пусть функция w=f(z) — однолистная и аналитическая в 
области D, и f(z0)0 в каждой точке области D. Тогда отображение w=f(z) будет 
конформным в области D. 
На практике важен следующий принцип соответствия границ. 
Теорема 3. Пусть в односвязной области D, ограниченной контуром , 
задана однозначная аналитическая функция w=f(z), непрерывная в D  и 
осуществляющая взаимно однозначное отображение контура  на некоторый 
контур Г плоскости w. 
Тогда, если при заданном отображении контуров сохраняется направление 
обхода, то функция w=f(z) осуществляет конформное отображение области D на 
внутреннюю область G, ограниченную контуром Г. 
Из принципа соответствия границ следует, что для того, чтобы определить 
область G, на которую аналитическая функция w=f(z) конформно отображает 
данную область D, достаточно найти контур, на который эта функция отображает 










Пример 3. Найти область G, на которую функция w=5z+i конформно 
отображает область D, ограниченную контуром : x2+y2–4x=0. 




u=5x, v=5y+1, то есть 
5
u





























то есть окружность радиуса 10 с центром в точке M(10; 1). 
Легко убедится, задав контуры параметрическими уравнениями, что 
положительное направление обхода контура  соответствует положительному 
направлению обхода контура Г. 
Тогда на основании принципа соответствия границ, заключаем, что 
функция w=5z+i осуществляет конформное отображение внутренности 





3.19. Найти коэффициент растяжения k и угол поворота  при заданных 











 , z0=3i. 
3.20. Найти коэффициент растяжения k и угол поворота  при отображении 
с помощью функции w=z3–3z2+3z+5 в точках: 
а) z=0;      б) z=i. 
3.21. Найти множество всех тех точек z0, в которых коэффициент линейного 
растяжения k равен единице при следующих отображениях w=f(z): 
1) w=z
2
;       2) w=z














3.22. Найти множество всех тех точек z0, в которых угол поворота  равен 
нулю при следующих отображениях w=f(z): 
1) w=iz
2
;               2) w=z
2–2z;              3) 
z
i










3.23. Какая часть комплексной плоскости растягивается, а какая сжимается, 
























3.24. Рассмотреть конформность отображения, производимого функциями: 
а) w=2z; б) w=z2. 
 
      4.ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 
 
4.1. Показательная, гиперболические и тригонометрические функции 
Комплексная показательная функция с комплексным 
показателем определяется равенством 
)sin(cosexp yiyezе xx  . 
                        
Показательная функция обладает следующими свойствами. 
1. CeD z )(  
2. ,xz ee   а одно из значений аргумента  xe  равно y. 
3.       Показательная функция принимает любое комплексное значение, 
кроме нуля, т.е.
 
 .0\)( CeE z    
4.       .2121
zzzz
eee    
5. Показательная функция аналитична во всей комплексной плоскости и  
.)'( zz ee   
6. Показательная функция непрерывна во всей комплексной плоскости. 
7. Показательная функция периодична с периодом равным i2 . 
8. Показательная функция однолистна во всякой открытой 
горизонтальной полосе ширины не больше .2  
9. Образом горизонтальной прямой  constyy 
0
 при отображении 
zew 
 




10. Образом прямой  constxx 
0
 при отображении zew   является 
окружность constew x  0
 











                                         
Пример 1. Выделить действительную и мнимую части функции 
.
2zew   
Решение. 
xyixyexyixyeeeew yxyxxyiyxxyiyxiyx 2sin2cos))2sin()2(cos(





xyeeu yxz  .2sinIm
222
xyeev yxz   
 
Тригонометрические функции zz cos,sin  определяются следующими 







   








Отметим некоторые свойства тригонометрических функций. 
1.Тригонометрические функции zz cos,sin  определены для всех Cz . 
2. Известные тригонометрические тождества остаются справедливыми и 
для тригонометрических функций комплексного переменного. 
3. Функции zz cos,sin  непрерывны во всей комплексной плоскости. 
4. Функции zz cos,sin  являются периодическими с периодом 2 . 
5. Функция zsin – нечётная, а zcos – чётная, т.е. 
zz sin)sin(  , zz cos)cos(  . 
6. Функции zw sin  и zw cos  являются аналитическими во всей     
комплексной плоскости. 
7.       Функции zz cos,sin  неограничены во всей комплексной плоскости. 
8.       Уравнение 0sin z  и 0cos z  имеют решения только при 0y  т.е. 
только на действительной оси. Следовательно, 0sin z , если  



























ctg   
Пример 2. Найти )1cos( i  
















































При переходе от тригонометрических функций к гиперболическим полезно 
учесть зависимости: ziz chcos  ziiz shsin  . 
Пример 3. Доказать, что .1shch 22  zz  
Решение. Известно ,что 1cossin 22   . Пусть iz . 




4.1.Доказать, что для любого комплексного z  имеют место следующие 
формулы: 
а) zzz 22 sincos2cos  ; б) ziiz tgtg  ; 













sincoscossin)sin( zzzzzz  ; 
е) .sinsincoscos)cos(
212121
zzzzzz   
4.2.Выделить действительную и мнимую части следующих функций 
1) 
zew  ;              2) 
2zew  ;             3) zzew ;             4) zw tg ;  
5) zw cos ;           6) zzw cos2 ;     7) ).ch( izw   
4.3.Определить значения следующих величин: 
1) 





4.4.Найти значение модуля и главное значение аргумента данных  функций 






















izzw  ; 





2 izzw   
4.5. Записать в алгебраической форме следующие комплексные числа : 
а) 4





 ;  г) ith . 
4.6.Начертить графики указанных функций: 
а) ixy sin ;          б) ixey  ;          в) ixy cos ;          г) ixthy  . 
4.7.Решить уравнение      2sin z . 
4.8.Выяснить, во что преобразуются с помощью функции  
),( iyxzrewew iz    
1) прямые bkxy  ; 
2) полоса )20(
2121
 yyyyy ; 
3) полоса между прямыми 2,  xyxy ; 
4) полуполоса 20,0
1
 yyx ; 
5) полуполоса 20,0
1
 yyx ; 
6) прямоугольник )2(,
122121
 yyyyyxxx . 
  4.9.Выяснить, во что преобразуется при отображении 
),(cos iyxzivuwzw   
1) прямоугольная сетка ),(,
2121
constcccycx  ; 













5) полоса  yx ,0  . 
 
 
4.2. Логарифмическая и обратные тригонометрические функции 
 
Соответствие, обратное показательной функции, называется многозначной 
логарифмической функцией. 
Решив уравнение  
we z    
  
относительно 0, wz  получим формулу для определения значений многозначной 
логарифмической функции:  










соответствие, обратное показательной функции we z  . Это соответствие 
обозначаем символом Lnw .  Итак, по определению 
                                   ,...2,1,0),2(argln  kkwiwLnw   .                              (1)  
Полагая в формуле (1)  0,1,...,k   получим ряд однозначных функций, 
которые называются однозначными ветвями многозначной логарифмической 
функции. 
Главным значением Lnw  называется то значение, которое получается при 
0k  ; оно обозначается wln : 
                                                     wiww arglnln  .                                                  (2) 
 




















Пример1. Найдите главное значение логарифма числа  5+12i  















13ln)125ln( iarctgi   
          Известно, что уравнение  
 
wz sin  
 
имеет решение при любом z. Решение этого уравнения будем обозначать 
символом zArcw sin . Иными словами, zArcw sin  есть множество всех 
значений w , удовлетворяющих уравнению wz sin . 
Для вычисления zArcsin  легко получить следующую формулу: 
 
).1(sinArc 2ziziLnz   
 






































Главные значения обратных тригонометрических функций ,sin zаrc  
zаrccos , аrctgz , аrcctgz  получаются если брать главные значения 
соответствующих логарифмических функций. 
 













































4.10. Найти все значения следующих логарифмов: 









г)  1 3 ;Ln i        д)  ;Ln ei                  е) ln , .i Lni  
4.11. Вычислить логарифмы следующих чисел : 














  г)  
2






4.12. Верна ли формула  1 2 1 2ln ln lnz z z z   ? 
4.13. Найти ошибку в рассуждениях , приводящих к парадоксу  
И.Бернулли:                             
2 2z z  , поэтому   2 2Ln z Lnz  , следовательно,  
 Ln z Lnz   (!). 
4.14. Решить уравнения: 





   в) 5 ;z ze e  г) 1 0;ze    д) 0ze i  . 
4.15.Найти образ плоскости с разрезом вдоль отрицательной части    
действительной оси при отображении однозначной аналитической    ветвью 
логарифма в случаях, когда: 







     б) точка 0 1z   переходит в ;40 iw   







4.16. Найти образ плоскости с разрезом вдоль положительной части  
действительной оси при отображении однозначной здесь ветвью  логарифма в 
случаях, когда: 







                б) 0 1z    переходит в ;40 iw   

















4.17.Найти все значения: 
а) ;1Arccos  б) ;2cosArc   в) ;2Arcsin  г) ;sinArc i  д) 1Arctg ; е) )2(Arctg i ; 
ж) ).1(Arcctg i  





,  б) ).1(Arctg i  
4.19.Решить следующие уравнения: 
а) sin 3;z   б) 4cos 5 0;z    в) sin .z i  
 
4.3 Степенная функция. Радикал 
Степенная функция с натуральным показателем – это функция вида ,nzw 
 где n≥z  – натуральное число, а z – комплексная переменная. 
Свойства: 
1. Степенная функция определена на всей комплексной плоскости. 
2. Множество значений степенной функции есть также все множество 
комплексных чисел. 
3. Степенная функция nzw  аналитична во всей комплексной 
плоскости, причем 1'  nnzw .
 
 




вершиной в начале координат (под углом здесь понимаем открытый угол, не 
включающий в себя сторон). 
5. Степенная функция nzw  всякий открытый угол  < 
n
2
 с вершиной 
в начале координат на плоскости z конформно отображает на открытый угол  n с 
вершиной в начале координат на плоскости w
  
.  
Пример 1. Найти образ угла 0< zarg <
4

 при отображении 2zw  . 
Решение. Обозначив  iez  , irew  , получим   22 ii ere  . Отсюда  
2r ,  2 . Если  z=0, то 0w , а при 0z , как видно из полученных формул, 
вектор, изображающий число w , получится в плоскости z из вектора, 
изображающего число z, увеличением длины последнего в   раз и поворотом его 
на угол  . Поэтому если область D есть угол 0< zarg <
4

, то отображение ее с 
помощью функции 2zw 
 
 в плоскости w
 
даст область D1 , являющуюся 




Общая степенная функция azw  , где  ia  – любое комплексное 












Эта функция, вообще говоря, многозначная. Ее главное значение равно  
.lnzaa ez   
Пример 2. Показать, что выражение ii
 
принимает только действительные 
значения. 
















































– действительное число при любом целом 
k.  
Радикалом n-ой степени называется соответствие, обратное степенной 
функции nzw  .  
Разрешая уравнение nzw   при произвольном  w  относительно z , получим 
формулу 





















                              
(1) 
(k=0, 1, …, n-1)           
для нахождения значений радикала для данного w . Последнюю формулу кратко 
записывают следующим образом:
 
n wz  .  
Радикал   n wz 
 
–  «многозначная функция» комплексного переменного w .  
Полагая в формуле (1) 
k=0,  k=1, …, k=n-1, 
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которые называются однозначными ветвями многозначного радикала
                                                                           
n-ой степени.  
Каждая ветвь в силу ее определения является функцией, обратной для 
функции nzw  , точнее для ее сужения на некоторый угол с вершиной в начале 
координат. 
































Каждая из однозначных ветвей радикала, будучи обратной для сужения 
аналитической  в С степенной функции nzw 
 
на некоторое множество точек, 
будет аналитической во всех точках  комплексной плоскости, кроме  .0w  
Пример 3. В плоскости  Z с разрезом вдоль положительной части 
действительной оси (область G) выделена ветвь zw  , которая в точке 1z  
принимает значение .iw    Найти образ области G w плоскости при 
отображении заданной ветвью z . 









































функция  1z  отображает G на нижнюю полуплоскость (  <
2
2 
< 2 ). В 
силу того, что iw   принадлежит нижней полуплоскости, данная ветвь равна 
 1z  и переводит G  в  нижнюю полуплоскость. 
Упражнения 
4.20. Докажите, что степенная функция nzw   (n – натуральное число) 
однолистна во всяком открытом углу величины 
n
2
 с вершиной в начале 
координат. 
4.21. В какую кривую отображается единичная окружность |z|=1 с помощью 
функции 2zw  ? 
































;    е)
 
.)1( 33 ii     
4.24.Проверить выполнение условий Коши-Римана для функции 4zw  . 
4.25. На какую область в плоскости w
 
 отображает функция 2zw   область 
D  , где D – фигура первого квадранта, ограниченная линиями y=0, 122  yx  , 











4.26. Найти образ верхней полуплоскости при отображении той ветвью  3 z , 




w     
 
5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 
 
5.1.Определение и вычисление интеграла 
 
Пусть дана спрямляемая кривая АВ с указанным на ней направлением, 
например, от А до В, а также функция комплексного переменного  
 ),(),()( yxivyxuzfw  , заданная на этой кривой. 
Разбиваем кривую АВ произвольным образом на n  частей точками 
)1,...,1(  nkiyxz
kkk
 (Рис.7). Точку А обозначаем через 
0










Полученные от разбиения кривой дуги будем называть элементарными. На 





   
Составим интегральную сумму 








,)(                                                  (1) 





Введём обозначение:  .,...,,...,max
1 nk
zzzd   
Определение: Предел интегральной суммы   при 0d  называется 
интегралом от комплексной функции )(zfw  по кривой АВ и обозначается 
символом    
AB
dzzf .)(  
















(А – начало кривой интегрирования, В – конец кривой интегрирования). 
          Замечание 1: Если кривая С замкнута , т.е. А=В, то возможны два    
направления  интегрирования по кривой С: "против часовой стрелки" (рис.8) и 
"по часовой стрелке " (рис.9). 
 
    Рис.8                                              Рис.9 
В первом случае для обозначения интеграла применяется один из символов: 

С




dzzf , или, наконец,  
C
dzzf )( . 
Во втором случае применяются следующие символы: 

С
dzzf )(   или 
C
dzzf )( . 
Для вычисления интегралов от комплексных функций  применяются 
следующие формулы: 
1) если  ),,(),()( yxivyxuzfw  то  
    














   ,                      (3) 
 где 1I  и 2I – криволинейные интегралы от действительных функций  двух 
действительных переменных; 
2) если интегрирование ведётся по замкнутой кривой С, например,   
"против часовой стрелки", то формула (3) примет вид: 









dyyxudxyxvidyyvdxyxudzzf ;),(),()(,),()(                 (3*) 
3) если АВ (С) – гладкие кривые, т.е. если при параметрическом задании 
  ttyytxx ),(),(  кривых существуют и непрерывны )('),(' tytx  и 
одновременно в нуль не обращаются, то из формул  (3) и (3*) легко получаются 
следующие формулы для вычисления интегралов от комплексных функций: 





)('))(()( ,                                                 (4) 





)('))(()( ,                                              (4*) 
где  )(')(')('),()()( tiytxtztiytxtzz  . 
В формуле (4)  )()(),()(  iyxBiyxA  . 
Замечание 2: Если функция f аналитична в некоторой области D , которой 
принадлежит кривая АВ, а также известна первообразная F для f в D, т.е.  










                                    )()()( AFBFdzzf
AB
 .                                                  (5) 
Замечание3. Если функция f аналитична в односвязной области,  то 
интеграл по любой замкнутой кривой, лежащей в этой области, равен нулю. 
Пример1.Вычислить интеграл  
AB
dzziI )21( , где АВ – часть параболы  
2xy   от точки А=0 до точки iB 1  (рис.10). 
                  
Рис.10 
Решение. Перепишем подынтегральную функцию в следующем виде:    
).21()21(21 yixzi  . 
Здесь                                     .21),(,21),( yyxvxyxu   
Применим формулу (3) и получим:  
  
AB AB
dyxdxyidyydxxI .)21()21()21()21(  
Так как АВ – часть параболы 2xy  , то 



















23 ixxxixxxdxxxidxxx     
Пример 2. Вычислить 
AB
dzzz , где АВ – верхняя полуокружность 1z , 
обход кривой АВ против часовой стрелки. 
Решение. Кривая имеет простое параметрическое уравнение itez  , 
 t0 , поэтому удобно использовать формулу (4). Подынтегральная функция 
здесь – непрерывная функция, аналитической не является. 
Для itez   находим .,1, dtiedzzez itit    
 






























Решение. Подынтегральная функция – аналитическая всюду в С. 

























5.1. Вычислить интеграл 

zdzRe , где кривой   является: 
а) прямолинейный отрезок, соединяющий точку 0 с точкой i31 ; 
б) ломаная, состоящая из прямолинейного отрезка, соединяющего  точку 0 с 
точкой 1, и прямолинейного отрезка соединяющего точку 1 с точкой i31 . 
5.2.Вычислить 

zdzIm , если путь интегрирования  : 
а) является прямолинейным отрезком, соединяющим точку 0 с точкой i2 ; 
б) состоит из прямолинейного отрезка соединяющего точку 0 с точкой i , и 
прямолинейного отрезка, соединяющего точку i с точкой i2 . 
5.3.Вычислить 

dzz , если путём интегрирования   является: 
а) прямолинейный отрезок, соединяющий точки -1 и 1; 
б) нижняя половина единичной окружности 1z  (начальная точка пути 







, где  – прямая, соединяющая точки 0
1






zdzzRe , С: 1z . Обход против часовой стрелки. 
5.6.Вычислить 
C
dzzz , С: 1z . Обход против часовой стрелки. 
5.7.Вычислить интеграл 
C
dzzz , где С – замкнутый контур, состоящий из 



















 для следующих случаев 
задания кривой  : 
а)   – дуга окружности единичного радиуса с центром в начале координат , 
расположенная в первой четверти; направление обхода против часовой стрелки;  
б) хорда, соединяющая концы дуги, заданной в пункте "а". 
5.9.Вычислить 

dze z , где  – отрезок АВ, )0,(),0(  BA  . 
5.10. Вычислить 

dzz 2Re , где   – задана соотношениями: 





dzzz ,)(  если С – контур, состоящий из правой 
половины единичной окружности и вертикального диаметра. 




34 .)23(  
5.13. Вычислить 

 :,dze z  
а) дуга параболы 2xy  , соединяющая точки 0
1
z  и iz 1
2
; 
б) отрезок прямой, соединяющий эти же точки.  
 
5.2 Теорема и формула Коши.  
Производные высших порядков для аналитических функций 
Теорема 1. (теорема Коши для односвязной области). Если функция f 
аналитична в односвязной области D, то интеграл по любой замкнутой кривой C, 




















Определение. Функция f называется аналитичной в области D и на ее 
границе L, если область D вместе со своей границей L принадлежит некоторой 
области D1, в которой функция аналитична. 








dzzf  не зависит от пути 






где z1mz2   и   z1nz2 — любые кривые, принадлежащие области D (рис. 11). 
Теорема 2 (теорема Коши для многосвязной области). Пусть функция f 











   (1) 










Интегрирование по замкнутым кривым ведется в указанных на рисунке 12 
направлениях. 





.   (2) 





dzzfdzzf )()( , k=1, 2, …, n. 




ndzzzJ  (n — целое число) по 























Решение. Рассмотрим первый случай, то есть точка z0 находится во 
внешности кривой C0. Тогда функция f=(z–z0)
n
 аналитична внутри кривой C0 и на 
этой кривой. По следствию 1 к теореме 1 J=0. 
Рассмотрим второй случай, то есть точка z0 лежит внутри кривой, n — 
натуральное число. Также, как и в случае 1, доказываем, что J=0. 
Рассмотрим третий случай. Точка z0 находится внутри кривой C0, n=–1. 
















по этой окружности. Как следует из следствия к теореме Коши для 
многосвязной области, J=J1. Вычислим интеграл J1. 




. Если t изменяется от 0 
до 2, то точка z пробегает «против стрелки часов» окружность C1. Таким 
образом, уравнение z=z0+Re
it
=z(t), 0t2 является комплексным уравнением 
окружности с центром в точке z0 и радиуса R, при этом z(t)=Rie
it
. 


































J  . 




ndzzzJ , n=–m, m — натуральное 
число, m1, точка z0 лежит внутри C0. 




















































































Теорема 3. Если функция f аналитична в односвязной области D и на ее 
















где zC. Последняя формула называется интегральной формулой Коши для 
односвязной области. 
Формула Коши решает краевую задачу: по значениям функции на кривой C 
(f(z) — значения на кривой) получить значения f(z0) в любой точке z0D. 








* )( . Если точка z находится внутри кривой C, то есть в области, а 











, если: а) С — окружность |z|=2; б) C — 
окружность |z|=4. 





 аналитична в замкнутом круге 






































 воспользуемся интегральной 
формулой Коши. Положим f(z)=z3; z0=3. Функция f(z)=z
3
 аналитична в замкнутом 
круге |z|4, а точка z0=3 лежит внутри этого круга. Поэтому к функции f(z)=z
3
 и 















































Теорема 4. Если функция f аналитична в области D и на ее границе C, то в 















































**  .    (3) 













































































































































, где C — окружность |z–i|=4. 







, где C — окружность |z|=3. 







 в следующих случаях задания 
контура: 
а) |z–i|=2; б) |z+2–i|=3. 
5.21. Используя основную теорему Коши и интегральные формулы для 









































6.1 Числовые ряды 
Числовым   комплексным    рядом     называется     ряд    
следующего    вида 
                                             z1 + z2 + … + zn + … ,                                              (1) 
где z1 = x1 +iy1, …, zn = xn + iyn , …;  xk, yk ( k=1, 2, 3, … ) – действительные числа. 
Легко показать, что ряд (1) сходится тогда и только тогда, когда сходится  
как ряд 
                                             x1 + x2 + … + xn + … ,                                             (2) 
так и ряд 










Если сходится ряд  
                                          | z1| + | z2 | + … +| zn | + … ,                                    (1’) 
то ряд (1) также сходится и называется абсолютно сходящимся. 
Определения частичной суммы и суммы ряда, его сходимости, а также 
определения суммы, разности, произведения двух рядов  не отличаются от 
соответствующих определений для рядов с действительными членами. 
Следует отметить, что ряд (1) может сходиться, а ряд (1’) может 
расходиться. В этом случае говорят, что ряд (1) неабсолютно (условно) сходится. 
Для исследования сходимости ряда (1’) можно применять известные 
признаки сходимости знакоположительных рядов, например, признаки Даламбера 
и Коши. 

















 (признак Даламбера). 













z  ( признак Коши). 











z , то  расходится  не  только  ряд (1’),  но  и  ряд  




z  (не выполняется необходимый признак 
сходимости любого ряда). 
 
Пример 1. Исследовать на сходимость ряд 





1 i  
n 3
   
      
 .                                       (4) 
Решение. Рассмотрим ряды, составленные из действительных и мнимых 
частей комплексных членов ряда (4): 







 ,                                                  (5) 








 .                                                    (6) 
Ряд (5) сходится по признаку Лейбница как знакочередующийся ряд, а ряд 














Следовательно, ряд (4) сходится. 
Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 






 .                                                      (7) 
Решение. Рассмотрим ряд, составленный из модулей членов ряда (7): 






  .                                             (8) 
Ряд (8) является гармоническим рядом, который, как известно, является  
расходящимся. Следовательно, ряд (7) не является  абсолютно сходящимся. 
Рассмотрим ряды, образованные действительными и мнимыми частями 















На основании признака Лейбница вышеуказанные ряды сходятся. 











































 ;              е) 














  сходящимся? 
6.3. Исследовать на сходимость ряды; в случае сходимости  



























































































6.2 Функциональные ряды 
 
Функциональный комплексный ряд – это ряд, составленный из функций 
комплексного переменного z: 
                                           f1(z) + f2(z) + … + fn(z) + … .                                   (1) 
Ряд (1) может в некоторых точках сходиться, в других точках расходиться     
Сумма ряда (1) 
                           )(lim)( zSzf
n
n 
 ,                                                    (2) 
где Sn(z) = f1(z) + f2(z) + … + fn(z), является функцией переменного z, определенной 
в точках, где ряд сходится. 
Множество точек, где ряд (1) сходится, называется областью сходимости 
этого ряда.  
Равенство (2) равносильно следующему определению: 
Определение 1. Функциональный комплексный ряд (1) называется 
сходящимся в точке z0 к f(z0), если для ),(0  NN   что для  




                                              (3) 






                                                                        (4) 
В теории функциональных рядов большую роль играет понятие 
равномерной сходимости ряда. 
Определение 2. Функциональный ряд (1) называется равномерно 
сходящимся к функции f на множестве Е, если для ),(0  NN   что  
Nn  , и для Ez  выполняется неравенство 
.)( zR
n
                                                                        (5) 
Сравнивая неравенства (4) и (5), отмечаем, что (4) имеет место в данной 
конкретной точке z0, а неравенство (5) выполняется для всех точек из множества 
Е. 
Пример 1. Исследовать на сходимость ряд 
1+z+z
2+…+zn-1+… .                                                (6) 
Этот ряд составлен из функций 
f1(z)=1, f2(z)=z, …, fn(z)=z












2+…+zn-1.                                               (7) 
Известна формула 
)....1)(1(1 12  nn zzzzz                                   (8) 

























.                          (9) 
Принимая во внимание, что  
0
nn zz , если  ,1z  и 
nn zz ,  если ,1z  получим: 





1 z 1 z
  
 










есть ряд (6) сходится; 
2)   если nz , то не выполняется необходимый признак сходимости ряда (6), 
т. е. общий член ряда не стремится к нулю при n .  




. Вне единичного круга (при ,1z ) ряд (6), как установлено выше, 
расходится. 
   Нетрудно видеть, что ряд (6) расходится и на окружности ,1z  так как в 
этом случае не выполняется необходимый признак сходимости. 
   Можно показать, что ряд (6) сходится в круге 1z  неравномерно. Однако 
с помощью следующей теоремы покажем, что ряд (6) сходится равномерно во 
всяком круге .1 rz  
 
 




azf   
где аk (k = 1, 2, 3, …) – числа, а числовой ряд 
а1 + а2  + … + аn + … 
сходится, то функциональный ряд (1) равномерно сходится на множестве Е. 
Пример 2. Доказать, что ряд (6) равномерно сходится в замкнутом круге     
.1 rz  
   Решение. Рассмотрим числовой ряд  
1+ r + r
2 +…+ rn-1 +… .                                       (10) 
   Ряд (10) сходится как сумма бесконечного числа членов геометрической 
прогрессии со знаменателем 0 < r < 1. 










,...2,1,)( 11   krzzf kk
k
 .                                 (11) 
Из неравенства (11) на основании признака Вейерштрасса следует 
равномерная сходимость ряда (6) в замкнутом круге .1 rz  
Приведём без доказательства несколько теорем. 
Теорема 2. Если члены ряда 
f1(z) + f2(z) + … + fn(z) + … 
являются непрерывными функциями в некоторой области D и, если ряд сходится 
в этой области равномерно, то сумма ряда f(z) также является непрерывной в 
области D функцией. 
Теорема 3. При условиях предыдущей теоремы ряд можно интегрировать 
почленно по любой спрямляемой кривой АВ, лежащей в области D, причём сумма 
ряда, полученного в результате такого интегрирования, равна  

AB










если  f(z)=f1(z) + f2(z) + … + fn(z) + … . 
Теорема 4 (Вейерштрасса). Пусть функции fn(z) являются аналитическими 






zf  сходится равномерно в любом замкнутом круге DK   
к функции f(z). Тогда: 
1)    f(z) является аналитической в области D; 










p zfzf  
для любой Dz ; p = 1, 2, … . 
 















n 2 nn nn n
n 1 n
lim lim 0 1
z+i 2z+i 2 
  

 при любом  iz  . 
Следовательно, областью сходимости ряда является вся плоскость с выколотой 























































































































 ;  е)


































  сходится равномерно в круге .1z  
 




















 , z+ 3 r 3  . 
 
6.3. Степенные ряды 








k zzc называется степенным рядом. Здесь 
,...,...,,, 100 ncccz  – заданные  комплексные числа, z – произвольное число. 
Каждый степенной ряд сходится абсолютно в круге Rzz  0 , где R 































Rzz  0  радиусом сходимости. В частности R может быть равным нулю. В 
этом случае степенной ряд сходится в единственной точке 0zz  . 
Если R , то ряд абсолютно сходится на всей комплексной плоскости. 
На окружности круга сходимости ряд может в некоторых точках сходиться, 
в других точках этот ряд может расходиться. Существуют ряды, которые 
расходятся во всех точках окружности круга сходимости, и существуют ряды, 
которые сходятся во всех точках окружности круга сходимости. 
































Таким образом, R =1 – радиус сходимости исходного степенного ряда, 
1z  – круг сходимости (рис 15). 
 
Легко заметить, что степенной ряд в точке z=1 расходится, так как, 














1  , который сходится по признаку Лейбница. Следовательно, в 
точке z=-1 исследуемый степенной ряд сходится. 










































Таким образом, R=1 – радиус сходимости, а 1 iz  – круг сходимости 
исследуемого степенного ряда (рис. 16). 
 




































 сходится. Этот факт устанавливается в курсе математического 
анализа при изучении действительных степенных рядов. 











  абсолютно сходится на окружности своего 
круга сходимости, а значит, на этой  окружности ряд сходится. 
Степенной ряд равномерно сходится в круге Rrzz  0 , где R – радиус 
сходимости степенного ряда. 
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6.4. Разложение функций в степенной ряд Тейлора 
Если функция  f аналитична в круге К: Rzz  0 , то она разлагается в этом 

















n  , 
при этом это разложение единственно. 
Если функция аналитична в точке 0z , то в некоторой окрестности этой 
точки функция разлагается в степенной ряд Тейлора. 










Утверждение о разложении функции в окрестности точки 0z  в степенной 
ряд можно сформулировать следующим образом: в некоторой окрестности 


















при этом это разложение единственно. 
Последнее утверждение вытекает из утверждения о разложении в ряд 
функции, аналитической в круге Rzz  0 , так как окрестность точки 0z  – круг с 
центром в этой точке. 










































Эти разложения имеют место для Cz . 
 



















zf z  











  nn z
n
zzz . 
Ближайшая от начала координат особая точка (точка, в которой функция не 
является аналитической) функции )(zf  есть 1z , поэтому радиус сходимости 
ряда R=1. 







zf  в ряд Тейлора по степени  z+2. 
Определить круг сходимости ряда. 


























































n zzz  
Так как точка 5z  для данной функции особая и притом единственная, то 




6.30. Непосредственным вычислением производных найти разложение в ряд 
по степеням z  следующих функций )(zf  и области, в которых найденные 
разложения справедливы: 
 а) azezf )( ;             б) azzf sin)(  ;           в) azzf cos)(  ;   
 г) azzf sh)(  ;          д) azzf ch)(  . 
6.31. С помощью разложений  





















справедливых при 1z , найти в областях, указанных в скобках, разложение в 






























      ( 1z ). 



































В следующих задачах данные функции разложить в ряд Тейлора. Найти 
радиусы сходимости рядов. 




6.34. ze  по степеням 12 z . 
6.35. zzcossin  по степеням z . 
6.36. z2cos  по степеням z . 
6.37. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки 0z  следующие 
функции: 
а) zzf 2sin)(  ;    б) zzzf 44 cossin)(  . 
6.38. Найти три первых отличных от нуля члена разложения функции  tgz  в 
ряд Тейлора по степеням z. 












6.5. Ряд Лорана. Разложение функций в ряд Лорана 
 
Если функция f аналитична в кольце К: Rzz 
0
0 , то в этом кольце 
функция разлагается в ряд Лорана: 






k zzсzf )()( 0 ,                                                      (1) 






























,      ,...,2,1,0 k  
  – любая замкнутая кривая принадлежащая кольцу К и содержащая внутри себя 
точку 
0
z (рис.17). Причем это разложение единственно. 
 
      Рис. 17 








k zzc называется 








k zzc – правильной частью ряда Лорана. 
Пусть 
0
z – особая изолированная точка функции, т. е. точка в которой 
функция не является аналитической, и при этом существует некоторая 
окрестность точки 
0
z , в которой функция аналитична, кроме точки 
0
z . 
Проколотой окрестностью точки 
0
z называем некоторый круг с центром в 
точке 
0
z , не содержащий точки 
0
z . Пусть z – любая точка из проколотой 
окрестности точки  
0
z , при этом в этой окрестности нет других особых точек 
функции f. Можно построить кольцо К с центром в точке 
0
z  и такое, что функция 
f аналитична в этом кольце и Kz . Следовательно, будем иметь разложение (1). 
Таким образом, в некоторой проколотой окрестности своей изолированной 
особой точки 
0
z  функция разлагается в ряд Лорана. 

















– единственная особая точка функции. Значит, для любой 
точки iz   можно построить кольцо, в котором функция izezf 
1
)(  аналитична, а 







































e   – 
  разложение функции izezf 
1
)( в ряд Лорана. 
Упражнения 
Разложить в ряд Лорана в окрестности точки 0
0



























6.46. В окрестности точки 3
0









          6.47. В окрестности точки 1
0















zf  в ряд Лорана в кольце 
312  z . 
 



























6.6. Классификация особых точек. Нули функции. 
Связь между нулями и полюсами 




z  функции f называется устранимой, полюсом или 
существенно особой точкой, если разложение в ряд Лорана функции в 
проколотой окрестности особой точки 
0
z  не содержит отрицательных степеней 
)(
0
zz  , содержит их конечное число, содержит  бесконечное число 
отрицательных степеней  )(
0
zz   соответственно. 
 



























zf  – разложение функции в ряд Лорана в 
окрестности точки 0
0





z – устранимая особая точка функции. 
 
Пример 2. Найти особые точки функции izezf 
1
)(  и определить их вид. 
Решение. iz 
0




















ezf  имеет в своем разложении 
бесконечное число отрицательных степеней )( iz  , следовательно, точка iz 
0
– 













  и определить их вид. 
Решение. iz 3
0







 имеет в 
точке iz 3
0
  полюс. 























































Если в проколотой окрестности особой точки 
0
z  разложение функции f в 



































 и при этом 0mc , то точка 0z  называется полюсом m-го порядка функции f. 
 






























































В полученном разложении Лорана имеем: 
08,0,1 321   ccc . 
Значит точка iz 2
0
 – полюс третьего порядка. 
В качестве определения типа особых точек можно выбрать и поведение 
функции в особой точке. Изолированная особая точка 
0
















  не существует. 
Точка 
0
z  (число 
0
z ) называется нулем функции f  m-го порядка, если 
разложение Тейлора в некоторой окрестности точки  
0
















k  , k=m, m+1, …, и при этом 0mc , другими словами, 0z – нуль 





  zfzfzf m , а 0)(
0
)( zf m . 
Пример 5. Найти нули функции 





















Корни многочлена являются его нулями и при этом, если точка 
0
z  (число 
0
z ) является корнем кратности m, то эта точка является нулем порядка m  этого 
многочлена. 
 
Пример 6. Найти нули многочлена 
322 )4()1)(1()( izzzzP   
и определить их характер. 





z – нуль первого порядка, iz 
2
 и iz 
3
– нули второго порядка, iz 4
4
 – 
нуль третьего порядка, так как кратность корней совпадает с порядком нулей, 
которыми корни многочлена являются. 










 где    и  – аналитические в точке 
0







  zzz m ,0)(
0
)( zm т. е. точка 
0
z  – нуль порядка m 
функции  , то эта точка является полюсом  m– го порядка функции f . 
 






)(  . 
Решение. Здесь  zz cos)(  , zz sin)(  . Нами показано, что точки 
,...2,1,0,  kkz
k
  являются нулями функции zz sin)(   первого порядка, 






)(   имеет в точках 
,...2,1,0,  kkz
k
  полюса первого порядка. 
 










и определить их характер. 
Решение. izizizz 4,,,1
4321
 – нули знаменателя. При этом 
1
z – нуль 
первого порядка, 
2
z  и 
3
z – нули второго порядка, 
4
z – нуль третьего порядка. 
Числитель в этих точках в нуль не обращается, следовательно, 1
1
z – полюс 
первого порядка, iz 
2
 и iz 
3
– полюса второго порядка, iz 4
4
 – полюс 

























 , а многочлен-числитель не 
имеет общих корней с многочленом-знаменателем, то корни знаменателя будут 
полюсами функции R . При этом кратность корня знаменателя определит порядок 
полюса, которым этот корень является для функции R . 
 
Упражнения 
 6.52. Показать, что z=0  есть нуль второго порядка для функции zcos1 . 





z  (k – целое) является нулем первого порядка 
для функции zcos . 
6.54. Найти порядок нуля 0
0
z  для функции 









6.55. У следующих функций найти нули и определить их порядки: 






)(  ;                           г) )1)(()( 22 zezzf   . 
6.56. Найти порядок нуля 0
0
z  для следующих функций: 









;        в) ).1()(
22  zezzf  
6.57. Для нижеследующих функций найти все особые точки, установить для 
каждой из них, является ли она устранимой или полюсом, или существенно 
особой, найти порядок каждого полюса (в случае полюса):  




















































6.58. Доказать, что точка   
0















































6.59. Доказать, что точка 
0














































 .                      
                      






(tg 0  zz)z(f  . 
6.60. Доказать, что точка 
0









tg  zezf z . 
6.61. Найти особые точки и определить их вид у следующих функций: 








 ;                                     б) 2
1
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7. ВЫЧЕТЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
7.1. Определение и вычисление вычетов 
 
Определение. Вычетом функции f в ее особой точке 
0









 где – произвольный замкнутый контур, содержащий внутри себя единственную 
особую точку функции f (рис. 18). 
 
Рис. 18. 














Итак, по определению  
















, где 1с – коэффициент разложения функции f  в 
ряд Лорана в проколотой окрестности точки 
0
z . Очевидно, что вычет функции в 
ее устранимой особой точке равен нулю, так как разложение Лорана  в 
проколотой  окрестности устранимой особой точки не содержит отрицательных 
степеней, т. е. ,...),...,3,2,1(0 nkсk  . 





)(   в ее особой точке 0
0
z . 

















Разложение в ряд Лорана в окрестности особой точки 0
0
z  не содержит 
отрицательных степеней zz  0 , значит, 0
0















Вычисление вычетов в полюсе первого порядка осуществляется по формуле 







,                                            (2) 
где 
0
z – полюс первого порядка. 










 где   и  – аналитические в точке 
0
z  функции, 0)(,0)(',0)(
000
 zzz  , то  











 .                                                       (3) 



















z  и 0
2









































































)(  . 
Решение. Особыми точками функции являются точки kz
k
 (k – целое 
число) – нули знаменателя. Это полюса функции f первого порядка. 



















Вычисление вычета функции в полюсе порядка m производится по формуле 
















zf .                        (4) 
 









z  – нуль второго порядка функции 
0)1sin()10sin(,)( 2  zz , значит, точка 0
0









 . Вычисляем вычет функции по формуле (4), 






























Замечание. Для вычисления вычетов функции в ее существенно особых 
точках специальных формул не существует. Для определения вычетов функции f  




  разложения Лорана 
функции в проколотой окрестности существенно особой точки функции, 
разложив ее, например, в этой окрестности в ряд Лорана. 




res  . 
Решение.  Точка iz 
0




















           


































 Из разложения (5) видно, что 
0
z – существенно особая точка, так как 
разложение Лорана содержит бесконечное число отрицательных степеней iz 
0
. 







Пусть z – изолированная особая точка функции f(z). Тогда f(z) можно 
разложить в окрестности точки   в ряд Лорана. Коэффициент этого ряда 1c  при 
z
1






 ce iz . 













































































































































































































3   zz
z



























































7.2. Основная теорема о вычетах 
Теорема. Пусть функция f является аналитической в области D и на ее 
границе С за исключением конечного числа изолированных особых точек 
k
z  















, где  – граница квадрата, 





















 имеет три особых 
точки: .3,,
321
 ziziz  Но точка 3
3
z  лежит вне квадрата (рис. 20). 





















































































































































7.6. Полагая, что обход замкнутых контуров происходит в положительном 































 С – окружность х2+у2=4. 





































































 1 4 

















































































7.3. Вычисление определенных интегралов с помощью вычетов 
 
1.Рассмотрим интеграл вида    
2
0
)sin,(cos dxxxRI ,                                       (1) 
 где R – рациональная функция от sinx и cosx. 
Интегралы типа (1) легко могут быть сведены к интегралам от 
аналитической функции комплексного переменного по замкнутому контуру. Для 

























dx ixix    
При изменении x от  0 до 2  ixez   пробегает окружность 1z  в 
положительном направлении. 
Таким образом, интеграл (1) переходит в интеграл по замкнутому контуру от 





























   
 который может быть вычислен с помощью основной теоремы о вычетах. 
 









































Решая уравнение 142  zz , найдем полюсы подынтегральной функции: 
32
1
z  и 32
2
z . Из них только 
1
z  находится внутри окружности 1z , 
так как 132
2





































































. Вычисление этих интегралов 
основано на следующей теореме. 
Теорема. Пусть функция f(х), заданная на всей действительной оси 
 x , может быть аналитически продолжена на верхнюю полуплоскость 
0Im z .Ее аналитическое продолжение – функция f(z) является аналитической 
всюду в верхней полуплоскости 0Im z , за исключением конечного числа 
изолированных особых точек, лежащих выше действительной оси. Существуют 
такие положительные числа M, R0  и  , что для всех точек верхней 
полуплоскости, удовлетворяющих условию ,
0







zf    при 
0
RRz  . 
Тогда несобственный интеграл 


dxxf )(  существует и вычисляется по 
формуле  










                                              (2) 
 где 
k























xf  определена на всей  действительной оси 








zf ) является аналитической в каждой точке верхней 
полуплоскости, за исключением точки iz  , являющейся полюсом третьего 
порядка. На действительной оси функция f(z) не имеет особых точек. Кроме того, 
для всех точек верхней полуплоскости, удовлетворяющих условию 1
0
 RRz , 











Следовательно, при вычислении данного интеграла можно применить формулу 
(2). 


































































Замечание. Условия, что существуют такие положительные числа M, R0  и 
 , что для всех точек верхней полуплоскости, удовлетворяющих условию 
0







zf  при 
0
RRz  , для функции, 
удовлетворяющей остальным условиям теоремы, будут выполнены, если точка 
z  является нулем второго или более высокого порядка, т. е. если разложение 




















zf  ( z  – нуль четвертого порядка). 
3.     Рассмотрим интегралы вида  


dxxfeimx )( . 
Пусть функция  f(z) аналитична в полуплоскости 0Im z , за исключением 
конечного числа особых точек в 0Im z , скажем .,...,,
21 s














RR  ). Положим )(max)( zfRM
Rz 















    для любого m>0 справедлива следующая формула: 










imzimx zfeidxxfe                                            (3) 
 













































  удовлетворяет условиям, при которых 
имеет место формула (3), которая для интеграла 
1



























  имеет в верхней полуплоскости единственную 
особую точку aiz 
0
.  




































































































































;          д) 


 12 )1( nx
dx





























































                       
8. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 
8.1. Отображения с помощью показательной функции zew  
 
Показательная функция zew   конформно отображает 
горизонтальную полосу шириной 20  h  (рис. 21) на угол 
величины h  с вершиной в начале координат (рис. 22). 
 
              Рис. 21                                              Рис. 22  
 
В самом деле, в каждой точке указанной полосы существует 
0)()( ''  zz eezf . Функция zew  однолистна в открытой горизонтальной 
полосе шириной не более 2 , так как одинаковые значения в двух разных точках 
1z  и 2z  )(
21 zz ee   функция может принимать тогда, когда izz 212  . Но таких 
двух точек в указанной плоскости нет. 
Осталось показать, что образом горизонтальной полосы при отображении 
zew   является угол. Для доказательства этого утверждения рассмотрим прямую 










Образом прямой y=γ при отображении zew   является следующее 
множество:    xewwE ix ;  - это луч О1В1, образующий угол γ с осью 
О1u и выходящий из точки О1 (рис 22) на плоскости . 
Если γ изменяется от нуля до h, то прямая АВ, перемещаясь от оси Ох до 
прямой y=h (прямой RS), опишет горизонтальную полосу шириной h. При 
указанном движении прямой АВ её образ на плоскости  – луч О1В1 будет 
















zCzМ  на первый квадрант w-плоскости. 








 w . 
8.3. Найти образ прямоугольника  x0 , 10  y  при отображении 
izew  . Сделать чертёж. 
8.4. Найти образы следующих множеств при отображении zew  : 




 z ; в) 0Re z ,   zIm ;                
г)  5Im3  z , 0Re z . 
8.5. Указать область конформности функции zew 3 . 




  отображает полосу hz  Im0  на 
верхнюю полуплоскость 0Im w . 
8.7. Показать, что полоса 211  y  с помощью функции zew   
отображается на полную плоскость w с разрезом вдоль положительной части оси 
Оu. 
8.8. Найти область плоскости w, на которую функция zew 2  отображает 




 z , 0Re z . 
  
8.2. Отображения с помощью дробно-линейной функции 
 
Дробно-линейной функцией называется функция, определяемая равенством 






                                                   (1) 

















Дробно-линейную функцию можно представить в виде: 









p   называется полюсом, а  А, В 0  - постоянные, которые также 
выражаются через а, b, c, d. 
Для изучения отображений, осуществляемых дробно-линейной функцией,  
приведем следующие теоремы. 
Теорема 1. Пусть в конечной области D, ограниченной  замкнутым контуром 
 , задана аналитическая функция  )(zfw , непрерывная в   DD     и 
осуществляющая взаимно однозначное отображение контура   на некоторый 
контур  1  комплексной плоскости .   Тогда, если при данном отображении 
контуров сохраняется направление обхода, то функция )(zfw  осуществляет 
конформное отображение  области D на внутреннюю область 1D , ограниченную 
контуром   1 .  
Теорема 2. Пусть  kz  , k=1, 2, 3 – три различные точки на плоскости , а 
kw , k=1, 2, 3 – три различные точки на плоскости . Тогда существует 
единственная дробно-линейная функция ),(zlw  определяемая равенством 


























 ,                                    (3) 
и такая, что ),( kk zlw   k=1, 2, 3. 
Теорема 3. (Круговое свойство дробно-линейной функции). Дробно-
линейная функция переводит прямые и окружности в плоскости  в прямые  и 
окружности в плоскости , и при этом окружность может перейти в окружность 
или прямую, а прямая  – в прямую или окружность. 
Теорема 4. Если функция )(zfw  аналитична в точке z и  0)(' zf , то 
отображение )(zfw конформно в точке z. 







   
в каждой точке комплексной плоскости, кроме pz  , т. е. функция )(zlw  - 
аналитична во всей комплексной плоскости без полюса, т. е. на множестве 
 pCC \1  . При этом следует заметить, что 0)(' zl . 











Заметим далее, что дробно-линейное отображение однолистно в  1C . В самом 













т.е. дробно-линейная функция однолистна в 1C . 
Найдем множество значений, которое принимает дробно-линейная функция в 
1C . 
Из (2) следует, что  дробно-линейная функция не может принять значения 






разрешимо относительно z: 





 .                                     (4) 
Таким образом, дробно-линейная функция взаимно-однозначно отображает 
область  pCC \1   на область  АCC \2  , причем это отображение будет 
конформным, так как оно конформно в каждой точке области 1C  и непрерывно в 
1C . 
Замечание.  Очевидно, любую область 1CD  дробно-линейная функция 
отображает конформно на ее образ 21 CD  . 
Пример 1. Найти функцию конформно отображающую круг К: Rzz  0  
(рис. 23) на круг 1K : rww  0  (рис. 24). 
 
  
Решение. Как известно, положение окружности на плоскости полностью 
определяется заданием трех точек. При этом, если выбрать точки  kz , kw  (k=1, 2, 
3) указанным на рисунках 23 и 24 способом (при движении от 1z  к 3z  через 2z  










остается слева, то дробно-линейная функция, определяемая равенством (3), в силу 
теоремы 3 отобразим окружность   круга К на окружность Г круга 1K  с 
сохранением направления обхода, а тогда на основании теоремы 1 дробно-
линейная функция отобразит конформно круг К на круг  1K .  
Пример 2. Найти дробно-линейное отображение (функцию), которое 
переводит круг  2)1(  iz  в плоскости  (рис. 25) на нижнюю 
полуплоскость плоскости   (рис. 26). 




























где kz , k=1, 2, 3 – произвольно зафиксированные точки на границе круга и 
занумерованные так, что при обходе окружности от 1z  к 3z  через 2z  круг  
остается слева; kw ,  k=1, 2, 3 – произвольно зафиксированные точки на оси uО1  
плоскости  и занумерованные так, что при перемещении от 1w  к 3w  через 2w   
нижняя полуплоскость остается слева. 
 
Решив уравнение (3) относительно w , мы получим дробно-линейную 
функцию, которая конформно отображает круг  К на нижнюю полуплоскость D. 
На границе данного круга 2)1(  iz  выбираем три точки 01 z , iz 22  , 
23 z , и на оси uО1 - точки 11 w , 02 w , 13 w . Подставляем выбранные 















































z ;  г) 0,11  yx ; д)  zz arg0,1 . 











z 0  принадлежит  .  
8.11. Найти дробно-линейные функции, переводящие точки  ,1  i , i1    
соответственно в точки  
1)  ,0   ,2i   i1 ;     2)  ,i  ,  1. 
8.12. Найти дробно-линейные функции, переводящие точки  ,1  ,  i   
соответственно в точки  
1) i , ,1  i1 ;     2) ,  i , 1 ;    3) ,0 ,  i , 1 . 
8.13. Найти область плоскости , на которую дробно-линейная функция  





















, D -  верхняя полуплоскость  0Im z .   





















8.15. Найти общий вид дробно-линейной функции )(zfw , отображающей: 
1) верхнюю полуплоскость на себя; 
2) верхнюю полуплоскость на нижнюю полуплоскость;  
3) верхнюю полуплоскость на правую полуплоскость. 
8.16. Найти отображение )(zww  верхней полуплоскости на себя при 
следующей нормировке: 
1)  )2(,2)1(,1)0( www ;     2) 4)(,2)(,1)0(  wiiww . 
  
8.17. Найти образы указанных областей при данных дробно-линейных 
отображениях: 






























8.18. Найти дробно-линейную функцию, которая единичный круг 1z  




z   переходит в точку 
01 w , а точка iz 2  – в точку 22 w . 
8.19. Найти дробно-линейную функцию, отображающую единичный круг сам 
в себя, зная неподвижные точки 
2
1





 , переходящую в 
бесконечность. 
8.20. Составить линейное преобразование )(zww  верхней полуплоскости 
на единичный круг, переводящее точки действительной оси –1, 0, 1 в точки 1, i,   
–1 единичной окружности. 
 
8.3. Отображения с помощью функции nzw   
 
Рассмотрим подробно случай n=2. Запишем z в показательной форме: 
irez  , где zr  , zArg . Тогда 22 ierw  , т. е. 2rw  , 2Arg w . 
Это свидетельствует о том, что точки, лежащие на луче, который составляет 
угол    с положительным направлением действительной оси на плоскости  , 
при отображении 2zw   переходят в точки плоскости  ,   лежащие на луче, 
который составляет с положительным направлением действительной оси угол  
2 . Поэтому точкам  z и  -z, аргументы которых отличаются на   , а модули 




iiii    , 
так как                                   12sin2cos2   iei . 
Рассмотрим верхнюю полуплоскость плоскости , т. е. Будем 
предполагать, что 0<argz<  (рис. 27).                                                                                            
 
                            Рис. 27                                            Рис. 28  
 Пусть z – любая точка верхней полуплоскости (ось Ох не включена в 
полуплоскость), и пусть  zаrg . Проведем луч Оz. Поскольку z – любая точка 










перейдет в луч wО1 , образующий угол 2  с положительным направлением 
действительной оси на плоскости  (рис. 28). 
 Если   изменяется от 0 до  , не принимая этих значений, то луч Оz  
опишет верхнюю полуплоскость, а луч Оw  в плоскости опишет всю плоскость 
с выброшенной положительной частью действительной оси («с разрезом вдоль 
действительной части оси uО1 »). 
 Таким образом, функция 2zw  отображает верхнюю полуплоскость 
плоскости  на плоскость с разрезом вдоль положительной части, и это 
отображение будет конформным, так как функция 2zw   аналитична, однолистна 
в верхней полуплоскости (одинаковые значения эта функция может принимать 
только в точках z и –z, а двух таких точек в верхней полуплоскости нет) и при 
этом 02)('  zwzf . 




 плоскости на верхнюю полуплоскость плоскости  с разрезом 
вдоль положительной оси части действительной оси. 
Пример. Найти образ области, ограниченной двумя лучами, выходящими из 
начала координат и образующими угол 
2

, при отображении 4zw  . 
Решение. Область D  < zarg <
2

   (рис. 29) есть угол раствора 
2

, и при 
отображении  4zw   переходит в угол раствора 2 . Границами области D 




 z , их параметрические уравнения имеют 








rez , где r – любое, r>0 – параметр. Образами этих лучей 
будут лучи 44 ierw   и )24(4  ierw  или iRew   и )2(  iRew , где  4 . 
Геометрически линии совпадают. Для однозначности отображения на границе 
проводим разрез по лучу  (рис. 30). 
 
                              Рис. 29.                                       Рис. 30. 














Заметим, что этот же результат получается и для каждого из трех других 
углов, образованных продолжением выбранных лучей за начало координат. 
 
Упражнения 
8.21. Найти образы следующих областей при отображении 2zw  : 
а) внутренности правой ветви гиперболы 222 ayх  ; 





в) полуплоскости  constcczCzP  ;Im > 0 . 
8.22. Отобразить сектор 0< zаrg <
4





ez   перешла в центр 01 w , а точка 02 z  – в точку 12 w .  
8.23. Найти функцию, отображающую верхнюю половину круга 
0Im,1  zz , на верхнюю полуплоскость 0Im w . 
8.24.  Найти область плоскости , на которую функция 12  zw  




8.25.   Найти область плоскости , на которую функция 32zw   отображает 















  на верхнюю полуплоскость. 
      
ОТВЕТЫ 
Глава 1 
1.3. 46.  1.4. 4х 4   1.5. 1) х=1, у=11; 2) 
3
2
х  , 
9
28
у  ; 3) 
11
4
х  , 
11
5
у  ; 4) х=11, 
у=-2. 1.6. х=-2, 
2
3
у  , z=2, 
2
1
t  . 1.8. 1) -2;  2) -i;  3) ).i31(
5
1
  1.9. 1) 
2
1
zRe  ,  
2
1
zIm  ; 2) 0zRe  ,  1zIm  ;  3) 1zRe  ,  0zIm  ; 4) 2zRe  ,  
2
3







 ;  3) 
5
14








































































arctg(cos(29    

























.    






 ;   г) ).2i2(224   1.15. 1) z - любое чисто мнимое число 


























z;1z;0z 4321  ; 7) iz;1z;0z 5,43,21  ; 
8) i92z;i2z 21  . 1.17.  1) )i1(  ; 2) )i22(  ; 3) )i2(  ; 4) )i41(  ; 5) 
















(  .   








 .  































































(cos28   ;   




















































































  1.26. 1) Точки плоскости z , лежащие правее 
прямой х=2; 2) точки плоскости z , лежащие на оси Оу и правее ее; 3) точки плоскости 










6) окружность 0хух 22  ; 7) гипербола 0хух 22  ; 8) полуплоскость, 





 ; 9) точки плоскости z , расположенные ниже действительной оси Ох и 
на самой оси Ох;  10) гипербола ху=1; 11) окружность 0у4ух 22  ; 12) точки 
плоскости z , лежащие между прямыми х=-1 и х=1; 13) точки плоскости z , 
расположенные между прямыми у=-1 и у=1; 14) точки плоскости z , расположенные 
внутри круга единичного радиуса с центром в начале координат; 15) точки плоскости 
z , расположенные на окружности  1ух 22   и вне ее; 16) точки плоскости z , 
расположенные вне окружности 1)1у(х 22  ; 17) парабола 1х2у2  ; 18) точки 
плоскости z , расположенные на окружности 4)3у()5х( 22  ; 19) эллипс с 
фокусами в точках  2z   и большой полуосью 
2
5






 ; 21) окружность 1ух 22  ; 22) полуплоскость,  лежащая слева от 
мнимой оси; 23) четыре угла раствора 
4

 с вершиной в точке z=0, биссектрисами 






; во всех случаях точки граничных 
линий не включаются;  24) полоса -1<у<0, -∞<х<+∞; 25) окружность 4у)1х( 22  ; 

































ух 22  ;  30)  прямая х+у=0; 31) прямая у=х-1; 32) прямая 
2
5
х  ; 
33) правая полуплоскость  z  z(Re >0). 1.27. 1) 0zz;0zz  ; 2) 0)zz(izz  ; 
3) 0)zz(izz  ; 4) 0)zz(ib2)zz(k  ; 5) 222 a2zz  ;  6) 
0zzzz  )i31(  .  1.33. 
5
1
.  1.34. 0. 1.35. 
3
2
. 1.36. –i. 





















































 ; б) )1z(izw 2  ; в) 
z
1
i1w  . 2.3. Круг 4w  .  
2.4. Единичная окружность 1vu 22  , проходящая дважды.   
2.5. а) Внутренность круга w <4 (с удаленным радиусом вдоль положительной части 





 ; в) парабола 1v2u2  . 





w  ; 
г) действительная ось 0wIm  ;  д) прямая  
2
1




 ;  ж) 
6
5
warg  .  

















  2.8. а) Ось Ох переходит в ось Оu, причем при 
изменении х от -∞ до +∞ ось Оu пробегается от +1 до -∞ и от +∞ до +1 (точка 1 
исключается). Ось Оу переходит в окружность .1vu 22    б) Ось Ох переходит в ось 
Ои так же, как и в п. а). Ось Оу переходит в прямую и=1, пробегаемую от точки +1 до 
1+i∞ и от 1-i∞ до +1 (точка 1 исключается). 2.11. Нет.  2.12.  Нет.  2.13. i . 
Глава 3 
3.1. Производная не существует ни в одной точке. 3.2. Производная не существует ни 
в одной точке. 3.3. Производная не существует ни в одной точке. 3.5. а) На прямой 
zImzRe  ; б) всюду; в) в точке z=0. 3.6. 0)0('w  , аналитической нигде не является. 




)z('w  . 3.9. Аналитическая всюду; ).ysiniy(cose'w x   
3.10. Аналитическая на всей плоскости;  .xyi6y3x3)z('f 22   3.15. а) Нет; б) нет; 
в) да. 3.16. 1) Нет; 2) да; 3) нет; 4) да. 3.17. а) 3z)z(f  ; б) i24iz3z)z(f 2  ; в) 
4z)z(f   ; г) 
z
1














  ; б) k=3, 
2

  ; в) k=
9
1
, 0 . 3.20. а) k=3, 0 ; б) k=6, 
2





z0  ; 2) 
2
1




 ; 2) 1< 0z <+∞; 







; 2) сжатие при 1z  <
2
1
, растяжение при 1z  >
2
1
;  3) сжатие при z >1, 
растяжение при z <1; 4) сжатие при z <
3
3
, растяжение при z >
3
3












 , растяжение при х> 2ln

 ;  6) сжатие при z >1, растяжение при 
z <1.  3.24. а) Отображение конформно во всей плоскости; б) отображение 
конформно во всей плоскости, за исключением точки z=0. 
 
Глава 4 
4.2. 1) ysinev,ycoseu xx   ; 2) xy2sinev,xy2coseu
2222 yxyx   ; 











5) xshysinv,xchycosu  ; 
6) xshysin)yx(xchycosxy2v,xshysinxy2xchycos)yx(u 2222  ; 
7) )1ysin(shxv),1ycos(chxu  .  
















































































  ; 
г) 0),3(lncosr 0






























 если 0k  ; в лучи ,b  если k=0; 
 2) в угол 1y < < 2y , если 0y1  , 2y2  ; в полуплоскость с разрезом по 
положительной части действительной оси, если 0y1   и 2y2  ; 3) во  всю плоскость 
с разрезом по спирали er  ; 4) в сектор r <1, 0< < 1y , если 2y1  ; в единичный 
круг с разрезом по радиусу 0v  , 1u0  , если 2y1  ; 5) в область r >1, 0< < 1y , 
если 2y1  ; во внешность  единичного круга с разрезом по лучу 0v  , u1 <∞, если 
2y1  ; 6) в область  
1
x
e < r < 2
x
e , 1y < < 2y , 2yy 12  ; в концентрическое кольцо 
с разрезом по отрезку  1y ,
1
x
e ≤ r ≤ 2xe , если 2yy 12  . 4.9. 1) Семейство х=с1 





















   Семейство y=с2 - в семейство софокусных эллипсов  с фокусами в 











 ; 2) в верхнюю полуплоскость; 3) в четвертый 
квадрант; 4) в правую полуплоскость с разрезом по отрезку [0, 1]; 5) во всю плоскость 








































 ,...2,1,0m  . 4.12. Нет. В этом можно 
убедиться на частных примерах. 4.13. Множество значений 2Lnz составляет лишь 
часть множества значений Ln(z2).  





 i; г) i)1k2(  ; д) i)
2
1
k2(  .  
4.15. а)  <v< 3 ; б) 3 <v< 5 ; в)  <v< . 4.16. а) 2 <v< 4 ; б) 0<v< 2 ; 














































.   




; б) 2lni)1k2(   ; в) )1ln(ik2 2   , 
)1ln(i)1k2( 2   . 4.21. Единичная окружность 1w  , проходимая дважды. 

































. 4.25. На прямоугольник, 
ограниченный прямыми v=0, u=1, v=2, u=-1. 4.26. Образом верхней полуплоскости 
является угол   )sini(cosww   , 
3
2








 .  5.2. а) 
2
i
1 ; б) 
2
i
2  . 5.3. а) 1; б) 2. 5.4. )i1)(1e(
4
1 2  . 5.5. 0 . 
5.6. 0 . 5.7. i . 5.8. а) )i1(
3
1
I1  , i1I2  ; б) )i1(
3
1
I1  , )i1(
3
1
I1  . 5.9. 
).1e(i    5.10. i
3
4
. 5.11. –i.  5.12. )1i(
5
3






























 . 5.19. 
!99
2cosi2

















 ; в) 1ie ; г) i
3
2







6.1. а) Сходится абсолютно; б) сходится абсолютно;  в) расходится; г) сходится 





 ; б) i
2
1
S  . 6.4. а) Расходится; б) сходится абсолютно. 6.5. а) Расходится; 





 . 6.8. а) 
z >1 – область сходимости; б) z >2 – область сходимости; в) ряд сходится всюду, 




 – область сходимости. 6.11. а) iz  >3; б) zImzRe  <0; в) iz  >1; г) iz  >2; 












.  6.19. R=
2
1
. 6.20. R=3. 6.21. R=
3
1
. 6.22. R= 2 . 6.23. R=
3
5
. 6.24. R= 2 . 6.25. 















































































































































































































, R=∞.  





































































ztgz 53  . 6.39.  ...z
2
1
















































































































































































. 6.54. 0z0   – нуль третьего порядка. 
6.55. 0z   - второго порядка, i3z 2,1   – первого  порядка; б) 0z   – третьего 
порядка, ,...)2,1n(nzn    – первого  порядка; в) 0z   – первого порядка, 
,...)2,1n(inzn    - второго  порядка; г) iz 2,1   – второго  порядка. 6.56. 
а) Третьего порядка; б) первого порядка; в) четвертого порядка. 6.57. а) z=2 – простой 




  – устранимая точка; г) kz   - 
простые полюса; д) i2z 2,1   – полюса второго порядка;  е) 1z,1z,0z 321   – 
полюсы первого порядка.    




 – полюсы второго порядка; б) z=-2 – 
существенно особая точка;  в) z=0 – существенно особая точка; г) 0z   – 










6.62. а)  Устранимая особая точка; б) устранимая особая точка; в) устранимая особая 










































.  7.2. а) 
3
1







7.3. а) 1;  б) 0;  в) 0;  г) 
2
1




е) 0. 7.5. а) 
24
23














 ;  д) 1fres
i
 ;  е) 1e 1   в точке z=0. 7.6. 
а) i6 ;  б) 
2
)i1(i 
;  в) 0;  г) 0. 7.7. а) )1i(2  ;  б) i ;  в) 
12
i
;  г) 1cos ; д) 

i8









































;  д) 
8
2
;  е) 
9
2



























)!n2(  ;  е) 
60






















































  в) 1w  ,   warg ; 









 ; г) 0v,1u  ; д) 1w  ,   warg . 
8.10. Решение. Образом    является прямая в том и только в том случае, когда образ 

















































 ; б) четвертый координатный угол с изъятым из 
























 ; во всех случаях a,b,c,d  – 








































 . 8.21. а) Полуплоскость 







u  (т.е. область, ограниченная этой параболой и такая, что ей не 




















 .  
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